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Resumen

Se presenta una revision del articulo Constant of motion, Lagrangian and Hamiltonian of the gravitational
attraction of two bodies with variable mass de Gustavo Lépez. Realizando una explicacién mas profunda de
los conceptos fisicos y presentando detalles adicionales en el desarrollo matematico presentado en el articulo
original.

1. Introduccién

El sistema sobre el cual se plantea el problema, consiste en dos cuerpos de masa m; y ms tal que
me << mp que interactuan unicamente por la fuerza de atraccién gravitacional; en donde moy presenta
una perdida de masa con respecto al tiempo. Este planteamiento es andlogo al simtema conformado por un
cometa que se acerca a una estrella con un cambio de masa en su movimiento.

El propésito de este analisis es deducir las expresiones que determinan el movimiento del sistema en
términos del Lagrangiano y Hamiltoniano, teniendo en cuenta la variaciéon de la masa de uno de los cuerpos.
De esta manera se presenta la diferencia entre la trayectoria que describe el movimiento con respecto a la
posicion y la velocidad; y la posicion y el momento.

2. Conceptos preliminares

En primera instancia se presenta una breve descripciéon de los conceptos tedricos escenciales que permi-
tirdn modelar el problema con sus caracteristicas fisicas, al igual que un entendimiento claro del analisis y
resultados obtenidos por el autor.

2.1. Marco de referencia del sistema y ecuaciones de movimiento

El movimiento con aceleracién constante de un cuerpo es consecuencia de la accién de una fuerza sobre
éste. La interaccién entre dos cuerpos de masa my y meo respectivamente, se rige por la ley de gravitacion
universal:

mims

F=-G (rg —rq) (1)

2 =

Sea 1; el vector posicién con coordenadas (x;,¥;,2;) en un sistema de referencia inercial arbitrario; en-
tonces la distancia entre los cuerpos se expresa, en términos de sus vectores posicién como:

|r1 —ro| = |re — 1| = \/(Iz —21)2+ (y2 —y1)? + (22 — 21)? (2)

Si se define r = |ry — 71|, entonces la ecuacién puede ser escrita:
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Esto con el propésito de simplificar las coordenadas a manipular. El centro de masa se define:

mirT1 + mara

R - T T el (4)

mi + mo

en términos de los vectores 11, ra.
En el caso particular del sistema propuesto, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento del
sistema:

d d’l"l > Gmlmg
—|m— )| =——F(ra—n11 5
dt< ar sl ) (5)
d d?“g > Gm1m2
— | meo— | =———(ro— 1 6
ﬁ( at e P2 (6)
Como consideramos que my varia con respecto al tiempo la ecuacién @ se reescribe:
d?ry Gmimeg . dry
mo = — (T2 - 7“1) —mo— (7)
dt? Iry — | dt
Reescribiendo las ecuaciones de la forma de la ecuacion , desarrollando % ‘fg se obtienen:
. + G 2 .
. —Mr M (8)
r mo
—ma 2momao . (M1 + ma)manis — 2mmi§ )
= T
my+my (my +mg)? (my +mg)?

Note que este sistema de ecuaciones esta acoplado en términos de r y R. Razén por la cual no es muy
practica su utilizacién teniendo en cuenta que ms varia con respecto al tiempo. Dado que mo << mq se
puede considerar que el centro de masa del sistema se encuentra en mq, en consecuencia r; = 0 y la tnica
ecuacién que describe el movimiento del sistema es:

d*r Gmimg .,
mQﬁ = —TI‘ — Mar (10)

2.2. Lagrangiano y Hamiltoniano

Debe tenerse en cuenta que la deduccién del Lagrangiano permitird conocer el comportamiento del
movimiento en términos de caracteristicas propias del sistema como la posicién y la velocidad, no por
la accién de fuerzas externas. De igual forma el Hamiltonanio permitird conocer el comportamiento del
movimiento en términos de la posicién y el momento de los cuerpos.

Sea T'(¢;) la energfa cinética y U(;) entonces el Lagrangiano L se define:



L=T-U = L(gj,q;) (11)

en donde g; son las coordenadas generalizadas y ¢; la derivada con respecto al tiempo.[2] Las ecuaciones
de movimiento de Lagrange estan dadas por:

L d OL
oL _ 4oL (12)
8(]]‘ dt 8qj‘
El Hamiltoniano se define como:
H(q;,q;,t) = 4;p; — L(qj,4;,1) (13)

donde p; es el momento generalizado.
Si L es una suma de funciones homogeneas, con velocidades generalizadas de grados 0,1 y 2 y si las
ecuaciones son definidas por coordenadas generalizadas las cuales no esta en funcion del tiempo entonces:

H=T+V=E (14)
v E es la energfa total. [4]

3. Planteamiento del problema

Para efectos del siguiente desarrollo se emplearan coordenadas esféricas que facilitaran la manipulacién
matemédtica del problema (ver Apendice A).

Como se explicé anteriormente, la ecuacién ((10) describe el movimiento del sistema; en coordenadas
esféricas:
d?r (Gm1m2

mgﬁ = — 2 + m27'") 7+ mz(réé + r@sin69) (15)

Dado que r = r#, puede escribirse de igual manera la aceleracién en términos de dichas coordenadas:

d3r

prel (i — 162 + r¢sin® ©)F + (270 4 76 + rgsin 6 cos 0)6 + (2 sin 6 + rsin 6 4 20 cos )@ (16)

utilizando 1} e igualando 7, 8, ¢; se obtienen las siguientes ecuaciones:

: G
ma (¥ — 762 + rpsin? p) = —777;127@ — Mgt (17)
ma (270 + 10 + r¢sin 0 cos 0) = migrd (18)
ma(27psin @ + 7@ sin 6 + 246 cos 0) = miargsin 6 (19)

Estas ecuaciones conforman un sistema acoplado para miy. Sin embargo, se puede restringir asumiendo
que mar ~ 0, donde ¢ = 0, y en consecuencia el sistema se redefine:

ma (it — rf2) = —@ — igF (20)
y
ma (2 + 10) = 0 (21)

Sea mg la masa de msy cuando se encuentra a una distancia muy grande de mq; entonces, en este caso
mq es constante y mo # 0. Con lo anterior, en la ecuacién (21]) el segundo factor tiene que ser 0 para que se
cumpla la igualdad. Multiplicando esta ecuacién por mgr, se obtendra una constante del movimiento dada
por:



Py = morzé (22)

la cual podemos comparar como el momento angular en coordenadas esféricas. Reemplazando esta cons-
tante de movimiento en (20):

2 2 m
d?r Gmi  P§ _ mip (dr) (23)

dt? 2 m2r3 dt
Suponiendo que mgy es una funcién en términos de la distancia que existe entre los cuerpos, ms = ma(r),
se tiene que:

dms  dmg dr

= = 24
dt “drdt (24)
y la ecuacién puede ser escrita:
@r_ Gmy Bjmy (dr? (25)
a2 2 omdrd mg \ dt

dr

dmz . Haciendo una reduccién de orden % = v, se puede observar esta ecuacién como un

donde m‘y =
sistema, auténomo

dv Gmy P} m's o
av _ _ 2 26
dt r2 * mar3  my v (26)
Con lo anterior, se puede definir una constante de movimiento K = K(r,v), tal que K(T vl —
dK oK —Gm1 P92 m' 2 9o oK
il il =0 27
dt v8r+< 72 +m%r3 ma ) v 27)
Esta ecuacién diferencial parcial, cuya curva caracteristica es:
m2(r)dr  2P% [ m3(r)dr
C(r,v) = m3(r)v* + 2Gm, / 25— m—g / 23 (28)
tiene como solucién:
K(r,v) = F(C(r,v)) (29)

donde F' es una funcién arbitraria de la curva. El objetivo es asociar la ecuaciéon constante de movimiento
con la conservacion de la energia. Para este fin, definimos F' = %, para que de esta manera adquiera
dimensionalidad de energia, entonces:

2 2 2
K(ro) = 522 G [l B [mitdr (30)
mo T

2my

Mediante andlisis dimensional de (30]), se pueden relacionar la energia cinética y la energfa potencial
efectiva del sistema como:

m3(r) v2
2m0

Gmy [ mi(r P02 /m%(r)dr
_ _ o 2V /7 32
eff / mg 3 ( )
respectivamente.

Ahora, es posible encontrar el Lagrangiano; es cual se define en ; en este caso particular ¢; = 7y

4; = v,y asi:
m3(r) Gm1 m3(r)ydr  PZ [ m3(r)dr
L(rv) = 120 2 / 2( & / 5 33
(r,v) B + m3 3 (33)

T(v) =

(31)




a partir de la cual podemos deducir el momento generalizado (p = 2g—ﬁ):

2

Mop
b 2m3(r) (34)

y el Hamiltoniano, el cual se define en [T3}
2 2 2 2
Mop Gmy [ m3(r)dr P; /mQ(r)dr

H(r,p) = _ Lo [malr)dr 35
(rp) 2m3(r) + mo / r2 m3 r3 (35)

Por la definicién de (32)), es posible escribir la ecuacién de constante de movimiento y el Hamiltoniano
como:

K(r0) = B 4 Vg 0) (36)
mo
y
Hirp) = "7y 37
(Tvp) - 2m§(7“) + eff(r) ( )

Este potencial efectivo tiene un valor extremo en el punto:

2
* P9

P 0
2
Gmimg

(38)

el cual depende de my y no depende de mq(r). Se puede determinar que dicho valor extremo es un minimo
porque:

d*Veff _ (Gm1m2)47ﬁnom§(r*) 50 (39)
dT’2 r=r* P@
Apartir de este resultado se puede encontrar la trayectoria r(6), usando la relacién % = (%)éy la

ecuacion en para obtener

" mo(r)dr

0 Pg
/ df =
6o \/27718 ro 72 K—‘/;ff(T)

en donde K y Py se determinan por las condiciones iniciales: K = K (rg,v0) y Py = morgéo. El tiempo
de la mitad de un ciclo de oscilacion, T% es obtenido directamente de y es:

(40)

1 2 ma(r)dr

T, = 41
PoV2mo Jry K = Veps(r) 4D

donde 71 r5 son dos puntos de retorno deducidos apartir de la solucién de:
Vers(ri) = K (42)

4. Modelo de masa variable

El autor propone como una posible aplicacion del planteamiento anterior; por ejemplo, considerar que
meo pierde materia como en el caso de un cometa al interactuar con el viento estelar; entonces, para un ciclo
de oscilacion se propone:

mooV 1 —e a7 entrante para v < 0
me(r) = { (43)

m;e*" ") 4 mp(1 —e®")  saliente para v > 0

Donde mg o m¢ es la masa del cometa cuando se encuentra a una distancia muy grande de la estrella de
masa my; por simetria myg = 2m; —mgo. En ambos casos m; es la masa del cometa acercandose a la estrella,
una distancia 1, m; = mgov/'1 — e~". Finalmente « es un factor obtenido de los datos experimentales [].

El potencial efectivo en el caso my = mgp (v < 0):
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(i”) —ar —ar
VP ) =~ (1 o) (1)
2P2 P2 —ar
+ GMlmoooz + Sl Ei(—()é’l”) + % (44)
2moo 2moor
El potencial efectivo [32] en el caso mg = my (v > 0):
in G }52 G i ary 2 —2ar
Ve(ff)(r) S N ] 7+ m(mie my) (_e - QQEi(_QCW))
r 2myr my r
152 i ary 2 —2ar —2ar
_Fy(mie™ —my) <e S 2aEi(2ar)>
my 2r r
+2Gmq(m;e*™ —my) (_e - aEi(—ozr))
r
2P~92(miec”“1 —my) e~2ar  qeT2ar 2
_ m? 53 + " + 704Ei(—ozr) (45)
Para Py = mfrzé. El punto extremo del potencial efectivo para cada caso es:
* it * Py
Tin = Gmlemgo Tout = me? (46)

Con la propuesta realizada en la costante de movimiento, el Lagrangiano, el momento lineal genera-
lizado y el Hamiltoniano son:

2
K@ _ m3(r) (1) 4
(r,v) 2o v +‘/eff(7ﬁ) (47)
2
L0 () = M2(1) 2 60 A
(r,v) 2o v Veff(r) (48)
2
PO () = 220, (19)
©) mop2 (in)
H (Tvp) = Qm%(r) + ‘/eff (T) (50)

Para i=in para el caso entrante e i=out para el caso saliente.

5. Resultados y conclusiones

De los resultados mas interesantes del articulo, es el analisis grafico del potencial efectivo para ciertos
valores de «. Igualmente la comparacién de las trayectorias en los planos (r,v) y (r,p). Consideramos que
reproducir estas gréaficas, no es una aporte significativo a su entendimiento, asi que con este articulo anexamos
una copia de las graficas originales. A continuacién se explicard su significado.

En la formulacién y desarrollo de la problematica planteada se deducen expresiones en concordancia con
la fisica de una fuerza central: una energia cinética sumada a una energia potencial efectiva en términos del
momento.

Al graficar las trayectorias en los planos (r,v) y (r, p) puede observarse que éstas no coinciden; dado que el
momento generalizado [34] depende directamente de mo, esta relacién no se presenta con la velocidad. Razén
por la cual se encuentra dicha diferencia en las trayectorias. Notese también que la constante de movimiento,
unicamente depende las caracteristicas propias del sistema: masa, velocidad y momento, independiente del
tiempo.
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Apendice A
Coordenadas esféricas

Sea r = (z,y, z) un vector como se muestra en la figura |2 6 el d4ngulo entre el eje z v ¢ el dngulo entre
el eje = y la proyeccién de r sobre el plano zy. Expresando (z,y, z) en términos de (1,8, ¢), se obtiene:

x = rsinfcosp (51)
= rsinfsing (52)
z = rcosf (53)

r (xy,z)

Figura 2:

Se definen 7,6,¢ como los vectores unitarios del nuevo sistema de coordenadas; se pueden deducir las
siguientes expresiones:

7 = (sinfcosp,sinycosb) (54)
7 00 + sin 0 (55)
6 = (cosfcosp,singcosd, —sinb) (56)
6 = —br + cos 00 (57)
¢ = (—sin6,cos6,0) (58)
¢ = sinb + cosbf (59)
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