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Resumen

Se presenta una revisién del articulo Relativistic Bohr Model with Finite-Mass Nucleus de James T. Cush-
ing. Resaltando los conceptos fisicos mas importantes y presentando detalles adicionales en el desarrollo
matematico presentado en el articulo original.

1. Introduccion

Relativistic Bohr Model with Finite-Mass Nucleus de James T. Cushing. Es un articulo del ano 1970 que
presenta un estudio del modelo atémico de Bohr, con las respectivos ajustes como los son la masa finita del
nucleo y el movimiento relativo del electrén. Con énfasis en las aproximaciones para obtener los niveles de
energia dados por Sommerfeld, dentro del orden de a? y -

Para este fin se realiza una revisiéon del marco teérico correspondiente del estudio presentado. Seguido
y del mismo modo, se realiza el anélisis y desarrollo para la deducciéon de los niveles de energia de Bohr.
Finalmente se presentan las conclusiones de la revisién del articulo inicial y del analisis adicional dado.

2. Marco tedrico

En primera instancia se presenta una breve descripcién de los conceptos tedricos escenciales para el
planteamiento del problema. Partiendo del modelo simple de Bohr, adicionando las correcciones realizadas
posteriormente a éste.

2.1. Modelo de Bohr

El modelo de 4tomo de Bohr considera que los electrones giran alrededor del niicleo describiendo una
orbita circular. Esta consideracion establece la siguiente relacién mecénica entre la fuerza de Coulomb y
fuerza centripeta:
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donde Ze es la carga del nicleo (Z, nimero atomico; Z = 1 para H), e es la carga del electrén, r el radio
de la orbita, m la masa y v la velocidad del electron.

De igual manera postula que la cantidad de movimiento angular se encuentra cuantizado de tal manera
que:

nh
l = — =
2m
Despejese la velocidad de la ecuacién (2) para utilizarla en (1) y asi deducir una expresién de la velocidad

en términos de las cargas, n y h. Multiplicando la ecuacién por %, se tiene:
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Ahora de la segunda ley de Newton F = —VV, se obtiene el ponecial de Coulomb
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que se utilizard para encontrar la energfa total del sistema: £ =T + V(r), con T = %mvz. Si utilizamos
la ecuacidn (3) en T'y desarrollamos la expresién para la energia, entonces:
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2.2. Correccién por masa finita del nicleo

Hasta el momento se consideré el niicleo de masa infinita y con posicion fija. Pero en adelante se considera
el nicleo de masa M. La masa reducida del sistema estd dada por:
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En consecuencia debe remplazarce m por u en las ecuaciones planteadas antes de la correcion. Se define

la constante de estructura fina a como:
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v haciendo la sustitucién correspondiente en la ecuacién de energia :
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3. Planteamiento del problema

El nucleo y el electrén giran alrededor de su centro de masa, sea m, e, v la masa, la carga y la velocidad
del electrén respectivamente y M, e, vs la masa, la carga y la velocidad del nicleo, entonces se tiene la
siguiente relacion:

Figura 1: Sistema electrén - nicleo
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Al movimiento del electrén y el nicleo, se tiene el campo eléctrico y magnético asociado a cada uno.
Si se suma la fuerza eléctrica y magnética que actuan sobre el electrén, es decir, la fuerza de Lorentz, ésta
se encuentra en términos de los campos eléctrico y magnético del nicleo; y reciprocamente en el caso del
ntcleo. Lo que permite plantear:
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Teniendo en cuenta la correccién de masa relativista donde: 3; = % para j = 1,2. De lo anterior note
que:
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Dadas las condiciones electrodindmicas del sistemas, el articulo original provee una aproximacion del
orden de (3% para E y B, en términos de las variables conocidas hasta el momento: e, ,v, c. Siendo:
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Con el objetivo de reescribir las ecuaciones (10) y asi obtener la ecuacién dindmica del sistema del orden
2 m -
de o y §7. Que es:
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4. Niveles de energia de Bohr

4.1. Conceptos preliminares

Para el andlisis de los niveles de energia deben entenderse las reglas de cuantizacién planteadas por
Sommerfeld-Wilson, las cuales son:

= Para todo sistema fisico en el cual sus coordenadas sean funciones dependientes del tiempo, entonces
existe una condicién cudntica para cada una de las coordenadas que componen el sistema.

qudq =ngh (15)

Donde ¢ es una de las coordenadas, p, es el momento asociado con dicha coordenada y n, es el nimero
cuantico, el cual sélo toma valores enteros.



= Las orbitas permitidas son Unicamente aquellas en las cuales la circunferencia de la orbita puede
contener exactamente un nimero entero de longitudes de onda de De Broglie.

También es de importancia, la correccién relativista que se realiza sobre el momento lineal:
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Notese que cuando v es muy pequena en comparacion con ¢ se observa el comportamiento clasico.
Para completar los aspectos preliminares, vale la pena recordar:
= La definicién de momento angular, utilizando la ecuacién del momento lineal relativista:
L=Fxp= 0 sin(6) (17)
2
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= Potencial de Coulomb:
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= La energia total del sistema:
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4.2. Andlisis y desarrollo
Utilizando la forma relativista de la segunda ley de Newton:
dp
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Para simplificar nuestro desarrollo, utilizaremos la sustitucién:
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Descomponiendo la velocidad en sus componentes radial y tangencial se tiene:
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La simetria del problema permite la utilizacién de coordenadas polares (r, 6) con el propédsito de simplificar
los céalculos a seguir. Para este caso, el momento angular como la energia total son constantes respecto al
tiempo. En consecuencia:
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De la ecuacién (20), se deduce la componente radial:
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y la componente tangencial, la cual representa la magnitud del momento angular:
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Utilizando la siguiente sustitucién, que es inversamente a % como lo es el potencial de Coulomb, puede
escribirse éste en términos de u:

u(f) = — (29)

En combinacién de las ecuaciones (19) y (29) se llega a la ecuacién de orbita de una elipse:
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cuya solucién general es:
u(f) = Acos(v0) + Bsin(v0) + a (31)

Noétese que la condicién de frontera méas apropiada es: ‘;—Z = 0 para 6 = 0. Solucionando la ecuacién con

la condicién mencionada, se obtiene:

u(f) = a + bcos(v0) (32)

Utilizando nuevamente la ecuacién inmediatamente anterior y la ecuacion para la energia, se llega a la
siguiente relacion:
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Recordando las condiciones de cuantizacién, el momento angular se cuantiza (postulacién que Bohr
realizé en su modelo original)
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Como la integracién se realiza sobre un periodo de tiempo, entonces para que r y p, vuelvan a los valores
que tenian en 6 = 0, el limite de integracién superior debe ser 6§ = 27“ Asi se obtiene:
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El resultado de la integral es:
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del resultado de la ecuacién (36) se llega a una de las conclusiones méds importantes del articulo:
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Lo que significa que las formas de las orbitas dependen de la relacién que hay entre el niimero cuantico
principal y el nimero cuantico azimutal. El nimero cuantico principal se define como ng + n,.. Para el
caso en el cual n es igual a n se obtiene Orbitas circulares de radio a las cuales cumplen con los postulados
de Bohr. De las ultimas tres ecuaciones finalmente se llega a una ecuacién cuadratica para las energias
permitidas en el modelo de Bohr. Sin embargo, hay que tener en cuenta que todo lo que se ha desarrollado
hasta ahora es vdlido tinicamente para « de orden 2y 7.

Asi los niveles de energia permitidos para el modelo de Bohr con las respectivas correcciones relativistas
realizadas por Sommerfeld estan dados por:
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5. Conclusiones

De la relacién que se encontré entre el niimero cuantico principal y el niimero cuantico azimutal se puede
observar que para n = 1y ng = 1 se obtiene una érbita circular. Para todo el resto de valores que puedan
tomar estos numeros las orbitas seran elipticas.

Se puede dar el caso de que para un mismo niimero cuantico principal existan diferentes nimeros cuanticos
azimutales; este hecho se conoce como degeneramiento orbital. Un ejemplo de este fenémeno se da en el
movimiento planetario, donde la fuerza gravitacional es proporcinal a %2 Lo que Somerfeld trato de hacer con
la correccion relativista al modelo atémico de Bohr, fue tratar de eliminar ese fenémeno de degeneramiento,
ya que aunque en los casos macroscopicos la fisica no se ve alterada, a nivel microscépico este fenémeno no
se puede presentar debido a la cuantizacién de los pardmetros de las orbitas.

La correccién de Sommerfeld fue del orden 10~ que fue justamente la magnitud de los desdoblamientos
que se presentaban en el espectro del hidrogeno y los cuales se requerian para poder explicar la estructura fina
del mismo, que en tltimas era el principal propédsito de Sommerfeld cuando comenzd con su investigacién.
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